ALGORITMI: SKLOP 6 - DINAMICNO PROGRAMIRANJE I

1 Teorija

Naslednja od metod v programiranju je dinamicno programiranje. V splos-
nem spada sem ve¢ podmetod, tukaj pa bomo obravnavali le najbolj preprost
primer. Pri pozresni metodi smo resitev gradili sproti in se na vsakem koraku
odloé¢ili, kaj gre v resitev in kaj ne ter se nismo vratali (da bi iz resitve
odstranili del resitve, ki ni perspektiven). Slabost taksnega pristopa je, da v
splosnem ne vodi do optimalnih reSitev, ampak le pribliznih.

Da bi lahko prisli do optimalnih regitev, zato ne tvorimo resitev tako
striktno, ampak si pus¢amo moznost, da vodimo veé¢ moznih reSitev in na
koncu izberemo najboljso. Med reSevanjem torej vodimo seznam potencial-
nih reSitev, taksno potencialno regitev pa takoj zavrZzemo, ¢e ugotovimo,
da ne vodi k resitvi (npr. ¢e polnimo nahrbtnik in ugotovimo, da seznam
vstavljenih elementov ze presega volumen nahrbtnika).

Pravimo, da dinami¢no programiranje resujemo na podlagi pravila opti-
malnosti. Obicajno si izpeljemo rekurzivno enacbo (t.i. Bellmanovo enacbo),
ki jo resujemo ali naprej ali nazaj.

Dinami¢no programiranje je moc¢na strategija v reSevanju problemov.
Klju¢éna ideja dinamicnega programiranja je, da velik problem razbijemo na
manjse podprobleme, shranimo resitve teh manjsih podproblemov in, ko je
potrebno, uporabimo shranjene regitve pri reSevanju originalnega problema.
Na ta nac¢in se izognemo ra¢unanju iste koli¢ine znova in znova.

2 0/1 nahrbtnik z dinami¢énim programiranjem

Na predavanju ste spoznali teoreti¢ni vidik reSevanja tega problema, tukaj
podajamo prakti¢nega, ki privede do optimalne reSitve. Problem reSimo v
dveh fazah:

e gradnja refitve, tako da vodimo vse pare (volumen, cena),
o rekonstrukcija resitve.

Za bolj vesce programiranja je ti dve fazi mozno zdruZziti v eno s primerno
izbrano podatkovno strukturo.

Prva faza:
V prvi fazi gradimo moZne reditve in sproti zavracamo tiste, kjer je volumen
vedji od razpolozljivega. Zamislimo si zapis Sk kot mnozico parov (volu-
men, cena), ki predstavljajo mozne regitve tega problema, pri ¢emer zacetna
mnozica So = {(0,0)} predstavlja prazen nahrbtnik. Zatem za vsak po-
tencialni element ponovimo enak postopek: izra¢unamo vse pare (volumen,
cena), kakor da bi ta element “vstavili” v nahrbtnik.

Pokazimo to na primeru: n = 4 ... Stevilo potencialnih elementov za v
nahrbtnik
V =9 ... volumen nahrbtnika
v =(2,4,4,6) ... volumni potencialnih elementov
c=(3,5,7,8) ... cene potencialnih elementov



Pri¢nemo z zaetno mnozico Sp = {(0,0)} in zatem, kakor da bi vstavili
prvi element oz. par (2,3):
So ={(0,0)}
Z1={(0+2,0+3)} ={(2,3)}

Vse elemente iz Z7 prepiSemo v S7 in pri istem volumnu zapiSemo samo
par z najve¢jo ceno. Sledi naslednji element (4,5):
S1 = {(070)7 (27 3)}
Zy={(0+4,0+5),(2+4,3+5)} ={(4,5),(6,8)}

Vse elemente iz Zy prepiemo v Sy (dobro je, da so urejeni po velikosti
cene). Tretji element za vstavit je par (4,7):
So = {(07 0)’ (27 3)7 (47 5)7 (6’ 8)}
Z5 ={(04+4,0+7),(2+4,347),(4+4,5+7),(6+4,84+7)} = {(4,7), (6,10),
(8,12),](10,15)}

Par (10,15) je namensko zapisan za znakom |, ki oznacuje, da ta regitev
veC ni primerna, ker je volumen vstavljenih elementov Ze vecji od razpolozljivega.
Po vstavljanju zadnjega para (6,8) dobimo:

S3=1{(0,0),(2,3),(4,7), (6,10), (8,12)}
Zs ={(6,8),(8,11),] ... vsi ostali ... }

in na koncu Sy, ki je v tem primeru slu¢ajno tudi enak Ss:

S1=1{(0,0),(2,3), (4,7), (6,10), (8,12)}

Druga faza:

V drugi fazi rekonstruiramo reSitev oziroma poii¢emo kateri elementi bodo
zares vstavljeni v nahrbtnik. Iz kon¢ne mnozice (v nasem primeru Sy) izber-
emo par z najveCjo ceno, kar za nas primer znasa (8,12). Zatem “po poti
nazaj” gledamo, kako smo prisli do tega para. Ce par obstaja v Sk, ne pa
tudi v Sk_1, smo do tega para zagotovo prigli tako, da smo dodali k-ti ele-
ment. In Ce obstaja, odstejemo vrednosti tega elementa od para in ponovimo
iskanje parov do zacetne mnozice Sp.

Nadaljevanje primera bi tako bilo:

1. Ker (8,12) € Sy in (8,12) € S3 dobimo, da ¢etrti element (6,8) ni v
optimalni regitvi.

2. Ker (8,12) € S35 in (8,12) ¢ Sy dobimo, da je tretji element (4,7) v
optimalni regitvi. Odstejemo vrednost tega elementa in dalje i¢emo
par (8 — 4,12 —7) = (4,5).

3. Ker (4,5) € Sain (4,5) ¢ S1, je drugi element (4,5) v optimalni resitvi.
Dalje is¢emo par (0,0) ...

V optimalni resitvi sta torej samo drugi in tretji element.

3 Dolzine vseh najkrajSih poti

Podobno nalogo smo Ze reSevali pri poZresni metodi, tukaj sledi izvedba z
dinami¢nim programiranjem, ki je precej enostavnejsa za implementirati.



Naj bo di-“j enak dolzini najkraje poti iz i v j, kjer vmesna vozlis¢a (postaje
na poti) nimajo indeksa vecjega od k. Torej, na poti od v; do v; so lahko
samo vozlista v;y1,Viy2, ..., Vj_1.

Vse te cene lahko uredimo v matriko in obstaja jih natanko n?, kjer n
oznacuje Stevilo vozlis€. Ker je graf lahko usmerjen, sta v sploSnem dfj in
d?l- razli¢nal

Ker velja

dy = min{d; " dit + Ak =1,2, 0,5 Vi,

k _ (j3k\n
D* = (dj;)i’j—1
se da algoritem preprosto re§iti s spremembo matrik. I8¢emo
n __ m\n
D" = (df)i’j=1
poznamo pa na zaCetku zafetne cene povezav med posameznimi vozliséi (pr-
votna matrika cene povezav):
0 _ (70 \n
D" = (d3;)ij=1
Sam zapis dfj pomeni, da je dolzina najkrajSe poti med ¢ in j, preko
vozli§¢ z indeksom najvec k enaka najcenejsi od poti brez vozlisca v ali pa
preko tega vozliséa. 7 drugimi besedami, ¢e smo k povecali za 1 (torej v
mozna vozlis¢a na poti vkljucili Se vozlis¢e vg), potem je nova najcenejSa
pot samo, ¢e sedaj preko vozliséa vy dobimo manjso ceno. V nasprotnem
primeru pa ohranimo prej$njo resitev.
Postopek iskanja dolzin najkrajsih poti na tak nacin je preprost algo-
ritem, podan v naslednjem psevdokodu.

metoda DolzineNajkrajsihPoti(sttock, cenepovezav) {
PripraviPrvotnoMatrikoDO(sttock, cenepovezav);
fork — 1ton {
fori—1ton{
forj—1ton{
d;j = Min(d;;, di, + dyj); //1, j-ti element matrike
}
}
}

} // konec metode

Sledi 8e primer. Podana je zafetna matrika cen usmerjenega grafa, pri
¢emer oo pomeni, da ne obstaja direktna povezava med tockama.
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Ii¢emo matriko D*, ki predstavlja rezultat, matriko D' pa dobimo na nasled-
nji nacin:



dly = ... ko je i = j, je rezultat vedno 0!

dly = min(d%, dJ; + df5) = min(10,0 + 10) = 10
dl; = min(d%;,d}; + df3) = min(31,0 + 31) = 31
dl, = min(d?,,dd; + df,) = min(5,0 +5) = 5

dy; = min(d9;, d%; + df;) = min(6,6 +0) = 6
dys = min(dY;, d%; + df5) = min(oco,6 + 31) = 37
dy, = min(d3,, d3; + df,) = min(11,6 + 5) = 11

di, = min(dy;, d3; + d¥;) = min(oo, 00 + 0) = oo
diy = min(dYy, d3; + dfs) = min(9, 00 + 10) = 9
d, = min(d}y,d}; + dY,) = min(22, 00 + 5) = 22

in podobno. Dobimo
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Ko v naslednjem koraku k pove¢amo iz 1 in 2 (najbolj zunanja for zanka v
psevdokodu), dobimo
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D"=1145 9 0 20
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Zadnji dve matriki D3 in D* (ta predstavlja rezultat algoritma!) napravite
Za vajo sami.

4 Naloge

1. Napisite program, ki poiS¢e optimalno zasedenost nahrbtnika na di-
namicen nacin.

2. Napigite program, ki poi§¢e dolZine najkrajgih poti na dinamicen nacin.
V programu omogodite, da boste lahko graf prebrali tudi iz datoteke.
Za oceno 6: Obvezna je naloga 1.

Rok za oddajo obveznih nalog po elektronski posti je: 31. 5. 2009
do 13:01.

Navodila za posiljanje vaj najdete na spletu. Vaje posljite v skladu z navodili
na naslov: vaje.racunalnistvo@gmail.com.

Kopiranje resitev se bo kaznovalo.



